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Isometriska avbildningar

Definition (Isometrisk (ortogonal) avbildning)
En linjar avbildning T fran R" till R” &r isometrisk — eller
ortogonal—om T bevarar alla langder, dvs om

IT(@]=ldl, VueR"

Exempel

» Rotationer i planet och rummet
» Speglingar i planet och rummet



Aven vinklarna bevaras
Sats
Om T ar en isometrisk avbildning géller att
T(w)-T(v)=u-v
avs T bevarar skalédrprodukten.

Beuvis.
Eftersom T bevarar sidldngderna i en triangel maste den aven
bevara vinklarna. Vi kan f& vinkeln 6 mellan u och v som

U + [v|* —[a— Vv

cosf = —
2[ul - [v|

Alltsa &r

20-v =|uP+|v]2—|u—V}?
= |T@P+|TW)P —|T(-V)]?=2T()- T(v)



Ortonormala baser (ON-baser)
Vi har tidigare sett pa ortogonala baser
Definition
Vektorerna Uy, Us, . . ., Up Utglr en ortonormal bas — eller
ON-bas —foér R" om de har langd 1 och ar parvis ortogonala,

dvs om
T T = 1, omi=j,
YT 0, omi#.

Vi sag att det da ar |att att bestdmma koordinaterna fér en
vektor med hjalp av ortogonal projektion:

Sats
Omuy, Uy, ..., U, dren ortogonal bas far vi fér varje vektor v i
R" att

v = Proj, V+Proj, v+---Proj, v
=(uy-v)us + (Uqg - v)ua + -+ (uq - V)Up.



Matrisen for en isometrisk avbildning

Sats
A dr matrisen for en isometrisk avbildning T precis om
kolonnerna utgér en ON-bas.

Bevis.
Om A ar matrisen fér en isometrisk avbildning och kolonnerna
aruy,Us,...,Unfarviatt

1 omij=j,

U T = T(ef)~T(ej)=ef‘ef:{ 0 omi#j.

Om kolonnerna uy, Uy, . .., U, utgér en ON-bas far vi fér vektorn
U= (Xy,Xo,...,Xpn) att

T@)- T => xXUi-U=xX; + X5+ + X5 =U-T.
i?j



Ortogonala matriser

Definition (Ortogonala matriser)
En ortogonal matris &r en matris A som uppfyller A/A = |.
Sats
Féljande &r ekvivalent for en kvadratisk matris A:
» A 4r ortogonal,
» AIA= |,
» A = AL
» kolonnerna i A utgér en ON-bas.
» raderna i A utgér en ON-bas.

Bevis.
Viharatt AAA=/< A1 = Al & AA' = | och

AlA=1 < kolonnernai A ar ON-bas
AA! = | & radernai A ar ON-bas



Ortogonala 2 x 2-matriser

Sats

Alla ortogonala 2 x 2-matriser kan skrivas

c
(sine > eller <

0osf —sind
cos

sing
—cosf

fér ndgon vinkel 6, dvs de motsvarar rotation eller spegling.




Ortogonala 3 x 3-matriser

Sats

En ortogonal 3 x 3-matris ar antingen en spegling i ett plan
eller en rotation kring en linje. En rotation &r en
sammanséttning av tva speglingar.

Efter byte av bas kan vi f4 matrisen pa formen

10 O cosf) —sind O
01 O eller sind cosf O
0 0 -1 0 0 1

for nagon vinkel 6.
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